Le traitement numérique du signal sonore

Ecrire des plugins pour le VST(

2 Transformation de FOURIER et autres rappels mathématiques

Introduction

La transformée (ou transformation) de FOURIER joue un rôle primordial dans le traitement du signal audionumérique. Nous allons présenter les bases de cette puissante théorie mathématique dont les domaines d’application sont aujourd’hui très nombreux, en nous contentant de décrire les concepts utiles pour le développement de plugins pour le VST(. Si vous êtes intéressé par une description plus théorique de la transformation de FOURIER, nous vous invitons à consulter un des ouvrages mentionnés dans la bibliographie.

Ce chapitre peut sembler un peu ardu en première lecture. Ne vous affolez pas ! Sa lecture n’est pas complètement indispensable pour être en mesure de coder des plugins pour le VST(. Si vous êtes réfractaire aux formules mathématiques, oubliez-le. Sachez cependant que la réalisation de nombreux effets numériques s’appuie sur la théorie du signal ébauchée ici. Pour ceux qui n’ont pas tout oublié de leurs classes préparatoires, tout ceci ne sera que pure formalité. 

Les termes et concepts suivants sont introduits ici : plan complexe, coordonnées polaires, vitesse angulaire, formules d’EULER, séries numériques, séries de fonctions, convergence d’une série – normale, uniforme et simple –, séries de FOURIER, transformation et théorème de FOURIER, coefficients trigonométriques et exponentiels de FOURIER, décalage DC.

Prenez votre courage à deux mains et accrochez-vous ! Commençons donc par quelques rappels de bonnes vieilles notions mathématiques fondamentales et débutons par le problème de la représentation – de la localisation – d’un point dans le plan.

2.1 Quelques rappels mathématiques

Systèmes de coordonnées

Considérons le plan 

 rapporté à un repère orthonormé, c’est-à-dire la donnée d’un point 

, centre du repère, et d’un couple de vecteurs unitaires (de norme égale à 1) et orthogonaux (dont les directions sont perpendiculaires). Considérons un point 

 quelconque du plan. Ce point peut être représenté par ses coordonnées, 

, au sein de notre repère. Un tel système de coordonnées porte un nom. On l’appelle système de coordonnées rectangulaires (cf. figure 1). Pour le type d’applications qui nous préoccupe ici – i.e. le traitement de signaux audionumériques – il est pratique d’adopter un autre mode de localisation pour un point 

 du plan 

, le système de coordonnées polaires. Pour définir ce dernier, il nous faut introduire la notion de nombres complexes, encore appelés nombres imaginaires. L’ensemble C des nombres complexes possède des propriétés remarquables dont celle, étonnante, d’offrir la possibilité d’extraire la racine carrée de nombres réels négatifs ! En particulier, un nombre spécial, noté 

 par les mathématiciens et 

 par les physiciens, est défini par la formule mystérieuse 

, ou encore 

. Nous utiliserons ici la notation 

 pour désigner ce nombre merveilleux. Les nombres complexes ne peuvent être représentés, comme les nombres traditionnels – tels les entiers, les nombres décimaux, les nombres réels, etc. – sur une simple droite orientée. Ils sont en effet composés de deux parties distinctes : une partie dite réelle, notée 

 et une partie dite imaginaire, notée 

. En effet, tout nombre complexe 

 s’écrit 
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, où 

 désigne notre nombre magique dont le carré vaut -1.

Si ces définitions vous rebutent, oubliez-les et contentez-vous de considérer que pour représenter un nombre complexe, nous devons disposer de deux axes, c’est-à-dire de deux droites orientées sur lesquelles nous porterons les valeurs respectives de 

, partie réelle de 

 et de 

, partie imaginaire de 

 . Or, ces deux droites perpendiculaires correspondent précisément à la définition d’un repère orthonormé se rapportant au plan ! Ainsi, il existe une correspondance biunivoque entre les points du plan 

 et les nombres complexes. En résumé, un nombre complexe peut être considéré comme un du plan et réciproquement.

Notre point 

 du plan peut donc être assimilé à un nombre complexe et s’écrire indifféremment 

 ou 
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Note : dans le système de coordonnées rectangulaires, l’axe horizontal est appelé axe réel (il porte la partie réelle de 

) tandis que l’axe vertical est logiquement appelé axe imaginaire (et porte la partie imaginaire de 

).

Il existe une autre manière de percevoir un nombre complexe qui consiste simplement à s’intéresser au vecteur 

 dont l’origine est le point 

, centre du repère orthonormé – ou origine du plan complexe –, et dont l’extrémité est le point 

 lui-même. Pour définir complètement notre point 

, il nous suffit alors de disposer de deux informations :

· d’une part la longueur (la norme) de ce vecteur qui est donnée par la formule 
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, cette longueur correspondant bien sûr à la distance qui sépare les points 

 et 

. Si 

 est considéré comme un nombre complexe, cette longueur s’appelle le module de 

 et se note 
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,

· d’autre part, un angle 

 qui caractérise la direction du vecteur 

 – c’est-à-dire l’angle formé par la droite passant par les point 

 et 

 avec l’axe réel du plan. Si 

 est considéré comme un nombre complexe, cet angle s’appelle l’argument de 

 et se note 
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Nous venons de définir le système de coordonnées polaires pour représenter les points du plan (et par la même occasion, les nombres complexes). 

 peut donc être défini par la valeur de sa norme (appelée module en l’occurrence) et celle de l’angle que forme la droite passant par les points 

 et 

 avec l’axe horizontale du plan (cet angle est appelé argument dans notre nouveau système de coordonnées).

De plus, le triangle formé par les points 
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, 
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 et 
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 – 
[image: image9.wmf]B

 étant le projeté orthogonal de 
[image: image10.wmf]A

 sur l’axe horizontal du repère – est bien entendu rectangle en 
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. C’est précisément cette propriété qui nous a permis de déterminer la norme du vecteur 
[image: image12.wmf]r

A

 en exploitant le bon vieux théorème de Pythagore :
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Comme mentionné plus haut, cette norme est par ailleurs égale au module 
[image: image14.wmf]r

 du nombre complexe 
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Les mathématiciens ont introduit trois fonctions spéciales, sinus, cosinus et tangente – appelées fonctions circulaires – et définies comme suit :
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Inversons ces formules pour obtenir les valeurs respectives de 
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 et 
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 exprimées à l’aide des fonctions circulaires, il vient :
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de sorte que le nombre complexe 
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 peut s’écrire 
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Reprenons à présent l’exemple d’une onde sonore sinusoïdale pure notée 
[image: image26.wmf]w

, de fréquence égale à 440 Hz et d’amplitude maximale égale à 1. Dans le système de représentation {temps, amplitude} classique, pour qualifier mathématiquement l’onde 
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, nous devons traiter les trois notions qui lui sont associées : sa fréquence, son amplitude et sa phase. Dans le cas spécifique de l’onde 
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, les choses sont assez simples puisque sa fréquence est constante – et vaut précisément 440 Hz, ce qui correspond à une période de 1/440ième de seconde – et que son amplitude maximale est de 1. Si 
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 représente le temps, nous pouvons qualifier complètement la valeur 
[image: image30.wmf]w

t

(

)

 prise par l’amplitude de l’onde à l’instant 
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 par la formule :
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où 
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 représente la phase initiale de l’onde. Plus généralement, la définition mathématique d’une onde sinusoïdale pure de fréquence 
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, d’amplitude maximale 
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 et de phase 
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 est :
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En introduisant le symbole 
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 définit par 
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, notre formule devient :
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On démontre par ailleurs que 
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 peut s’écrire :
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Ainsi, une onde sinusoïdale de phase non nulle peut être représentée comme la somme d’une fonction sinus et d’une fonction cosinus de phase nulle et de même fréquence mais dont les amplitudes – i.e. les facteurs 
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 et 
[image: image44.wmf]K

2

 – peuvent différer. Nous verrons très bientôt l’importance de cette constatation.

Formules d’EULER

Le mathématicien suisse EULER a établi une relation fondamentale entre le plan complexe et les fonctions circulaires grâce aux célèbres formules :
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Remarquons qu’à l’aide de ces formules, nous pouvons écrire un nombre complexe 
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 de la manière concise suivante : 
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. En combinant les formules d’EULEUR, nous pouvons exprimer 
[image: image49.wmf])

sin(

q

 et 
[image: image50.wmf])

cos(

q

 d’une manière qui nous sera très utile dans la mise en œuvre de la transformation de FOURIER :
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Avant de définir la transformation proposée par ce Monsieur, revenons un instant sur la représentation d’un point dans le système de coordonnées polaires, système auquel nous ajoutons à présent la dimension temporelle. Supposons en effet que notre point 
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 décrive un mouvement de rotation autour de l’origine du repère et désignons par 
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 sa vitesse de rotation (appelée vitesse angulaire ou pulsation). Si le point 
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 effectue 
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 tours par seconde, alors la fréquence du mouvement vaut précisément :
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et sa vitesse angulaire est donnée par la formule :
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Cela ne vous rappelle rien ? En fait, si le cercle parcouru par le point 
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 est de rayon 
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, dans notre système de coordonnées polaires, nous pouvons qualifier le mouvement de 
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 par les formules suivantes :
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Tout ça pour dire que, dans le système de coordonnées polaires, cette fonction donne la représentation d’une onde sinusoïdale pure de fréquence 
[image: image62.wmf]F

 et d’amplitude maximale 
[image: image63.wmf]r

.

Séries numériques

Nous allons donner quelques brefs rappels de cours concernant les séries numériques et de fonctions avant de définir les séries de FOURIER. Nous utiliserons certaines des propriétés décrites ci-dessous au paragraphe consacré à la présentation de la théorie de FOURIER.

Soit un corps 
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 – pouvant désigner indifféremment R ou C. On considère une suite 
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n

 désigne la somme partielle de rang 
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 de la série dont le terme général est 
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. Celle-ci converge si et seulement si la suite 
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 converge. Elle diverge dans le cas contraire. Si la série 
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[image: image75.wmf]S

U

k

k

=

Î

å

N

.


[image: image76.wmf][

]

U

n

 ne peut converger que si l’on a 
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L’étude de la nature d’une série désigne l’étude de sa convergence ou de sa divergence.

Puisque 
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 est complet, la série 
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Pour toute série convergente, on appelle reste de rang 
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 la quantité :
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On dit qu’une série 
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 est absolument convergente si la série à termes positifs ou nuls 
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 est convergente. On démontre que toute série absolument convergente est convergente. Une série est dite semi-convergente si elle est convergente sans être absolument convergente.

Une série est dite alternée si, à partir d’un certain rang 
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 est de signe constant. Pour qu’une telle série converge, il suffit que la suite 
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Soit 
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 une fonction réelle positive et décroissante. La série de terme général 
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Suites et séries de fonctions

Soit un corps 
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[image: image96.wmf]D

, un ensemble non vide et 
[image: image97.wmf](

)

f

n

n

Î

N

 une suite d’applications de 
[image: image98.wmf]D

®

K

.

La suite 
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 est alors appelée limite simple de 
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On peut aussi écrire ce critère de convergence simple de la manière suivante :
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On dit que la suite 
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 converge uniformément sur 
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 s’il existe une fonction 
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 est appelée limite uniforme de la suite 
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. Des deux critères de convergence qui précèdent, on déduit que la convergence uniforme implique la convergence simple, tandis que la réciproque n’est pas nécessairement vraie.

Soit 
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En conservant les même notations, on pose 
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Si 
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 désigne le terme général d’une série d’applications continues de 
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On dit qu’une série d’applications converge normalement sur 
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 si la série à termes positifs 
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 est uniformément convergente. La convergence normale est donc la plus ‘‘forte’’ des formes de convergence puisqu’elle implique la convergence uniforme et, par suite, la convergence absolue et la convergence simple.

Séries de FOURIER

On appelle ainsi toute série de fonctions complexes et de variable réelle de la forme : 
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 La somme d’une telle série si elle existe est 
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-périodique et continue dans tout intervalle de convergence uniforme. Si 
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 sont les termes généraux de deux séries absolument convergentes, la série trigonométrique converge normalement sur 
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 et sa somme est continue.

2.2 Transformation de FOURIER – FOURIER Transform (FT)

L’objectif de la transformation de FOURIER est de passer du système de représentation {temps, amplitude} au système de représentation {temps, fréquences}. Soit 
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 une fonction complexe de variable réelle, intégrable sur tout segment de 
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On peut dès lors définir la série de FOURIER associée à la fonction 
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 par :
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Bien entendu, si 
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Une fonction 
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 d’une fonction dérivable. C’est par exemple le cas pour la fonction créneaux carrés que nous étudierons plus loin.

Si 
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On appelle fonction régularisée de 
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 la fonction notée 
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Le théorème de FOURIER s’énonce alors comme suit :

Théorème de FOURIER
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 désignant une fonction complexe de variable réelle, 
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Si nous exploitons à présent les formules d’EULER, nous pouvons exprimer assez simplement les coefficients de FOURIER. En effet, puisque 
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Cette formule nous sera utile pour appliquer la transformation de FOURIER à certaines fonctions comme par exemple 
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Coefficients exponentiels de FOURIER

Si nous notons 
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Transformation de FOURIER d’une fonction 
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-périodique

Si 
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 est une fonction complexe de variable réelle, 
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-périodique, on pose 
[image: image203.wmf]w

p

=

2

T

 et on obtient une expression simple des coefficients trigonométriques de FOURIER :
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où 
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 désigne un segment quelconque de 
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 de longueur 
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Démonstration complémentaire

Ce paragraphe a pour objectif de vous donner une démonstration du calcul des coefficients trigonométriques et exponentiels de FOURIER. Sa présence ici ne se justifie que pour tenter d’étancher la soif de formalisme qui caractérise à coup sûr certains d’entre vous. Ceux que les démonstrations abstraites rebutent peuvent s’en dispenser. La démonstration complète du théorème de FOURIER nécessite une connaissance des espaces de HILBERT que nous ne souhaitons pas présenter ici. En annexe, vous trouverez une liste d’ouvrages mathématiques proposant plusieurs démonstrations du théorème de FOURIER – unicité des coefficients, existence de la transformation, méthode proposée par FOURIER et techniques actuelles de démonstration. Notre admiration pour les travaux réalisés par ce physiciens surdoué trouve sa justification dans l’adresse manifestée par celui-ci à jongler avec des outils mathématiques rudimentaires. En particulier, la notion de convergence ne reposait pas sur une théorie clairement établie et les chemins de traverse qu’il a dû emprunter témoignent de son intelligence autant que de sa perspicacité. Bref, allons-y !

Nous allons nous appuyer sur la démonstration – à peine aménagée – du calcul des coefficients de FOURIER proposée par Messieurs Claude GASQUET et Patrick WITOMSKI dans un ouvrage d’exception qui s’intitule Analyse de FOURIER et applications paru pour la première fois en 1995 aux éditions Masson. Un bréviaire ! Nous achèverons ce paragraphe par l’étude de quelques éléments de démonstration du théorème dans le cas particulier d’un espace vectoriel de fonctions 
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Rappelons qu’une fonction périodique est une fonction 
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 réelle ou complexe qui vérifie :
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où 
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 est appelée période de 
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. Notons que 
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[image: image220.wmf]f

. Considérons la fonction 
[image: image221.wmf])

(

t

e

n

 définie par : 
[image: image222.wmf]a

t

n

i

n

e

t

e

p

2

)

(

=

, 
[image: image223.wmf]N

Î

n

. Cette fonction est 
[image: image224.wmf]a

-périodique quelle que soit la valeur prise par 
[image: image225.wmf]n

. Considérons dès lors une fonction 
[image: image226.wmf]p

 définie comme une somme finie et pondérée de fonctions du type  
[image: image227.wmf])

(

t

e

n

, soit :


[image: image228.wmf]å

å

=

=

n

n

a

t

n

i

n

n

n

e

c

t

e

c

t

p

p

2

)

(

)

(

, avec 
[image: image229.wmf]C

Î

n

c

,

où 
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 parcourt un ensemble fini de valeurs. Nous venons de construire une fonctions à partir de partiels monochromatiques, fonction que nous appellerons désormais polynôme trigonométrique. Travaillons légèrement cette expression en la complétant éventuellement de termes nuls à l’aide des coefficients multiplicateurs de chacun de ses composants pour obtenir :
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En développant, on obtient :
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et enfin :
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Posons :
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Notre formule devient :
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Cette petite formule devrait vous rappeler quelque chose ! En particulier, vous devez à présent comprendre la raison d’être du terme 
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où 
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 – qui, à l’évidence, vérifie les conditions d’éligibilité au rang de forme bilinéaire symétrique et positive –, la démonstration précédente prouve que deux fonctions monochromatiques 
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Si nous définissons la moyenne quadratique d’un polynôme trigonométrique comme la racine carrée du produit scalaire de ce polynôme par lui même, nous obtenons la définition d’une norme telle que 
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 d’après ce qui précède.

Dans la suite de ce chapitre, nous utiliserons les propriétés de la norme ainsi définie.

Intéressons-nous maintenant au produit scalaire d’un polynôme trigonométrique et d’une fonction monochromatique. Nous obtenons :
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D’où, tout simplement :
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ce qui nous donne l’expression des coefficients exponentiels de FOURIER ! Il est aisé d’obtenir les coefficients trigonométriques de FOURIER :
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Une question reste alors posée : si nous considérons une fonction périodique quelconque de 
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Donnons ici quelques éléments de la démonstration de l’existence d’une telle décomposition. Remarquons que la fonction 
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 est complètement déterminée par les valeurs qu’elle admet sur un intervalle correspondant à sa période, soit par exemple sur l’intervalle 
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L’espace vectoriel 
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 peut-être muni du produit scalaire – de la forme hermitienne dans le cas complexe – et de la norme définis plus haut. L’idée consiste à évaluer la distance de 
[image: image267.wmf]f

 à un polynôme trigonométrique quelconque 
[image: image268.wmf]p

x

e

n

n

n

N

N

=

=

-

å

. Soit un entier 
[image: image269.wmf]N

 fixé. Il s’agit donc de rechercher à minimiser la valeur de 
[image: image270.wmf]f

x

e

n

n

n

N

N

-

=

-

å

, c’est-à-dire à déterminer les valeurs des coefficients 
[image: image271.wmf]x

n

 pour 
[image: image272.wmf]n

 variant de 
[image: image273.wmf]-

N

 à 
[image: image274.wmf]N

 minimisant la valeur de cette norme. On a 
[image: image275.wmf]f

p

f

f

p

p

-

=

-

+

2

2

2

2

Re(

,

)

, où 
[image: image276.wmf]Re(

)

z

 désigne la partie réelle du nombre complexe 
[image: image277.wmf]z

. Démontrons l’égalité de PARSEVAL, qui stipule que pour tout polynôme trigonométrique 
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. L’orthogonalité des fonctions monochromatiques nous permet de calculer aisément la norme quadratique du polynôme trigonométrique, soit :
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d’où l’égalité précédente. Cette égalité importante dans la théorie du signal signifie en fait que l’énergie d’un signal périodique est égale à la somme des énergies de ses harmoniques, ce que nous ne cessons de clamer depuis le début de cet ouvrage, sans toutefois l’avoir démontré. C’est à présent chose faite.

Puisque le produit scalaire est une forme bilinéaire, 
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Il est évident que le minimum est atteint lorsque 
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Voilà, vous êtes enfin parvenus à la formule donnant le développement en série de FOURIER d’une fonction 
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-périodique de 
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. Nous allons à présent étudier le développement en séries de FOURIER de quelques fonctions particulièrement intéressantes dans le domaine qui nous préoccupe ici, c’est-à-dire le domaine de l’audionumérique.

2.2 Développement en série de FOURIER de quelques fonctions intéressantes

Fonction constante
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Ce résultat signifie simplement qu’aucune fréquence n’est présente dans le signal représenté par une valeur constante. L’envoi à vos haut-parleurs d’un tel signal provoque une sollicitation initiale de la membrane sans retour, c’est-à-dire sans oscillation et donc, sans vibration d’air. En audionumérique, il nous arrivera de travailler sur des signaux complexes dont le représentation dans le domaine {temps, amplitude} fera apparaître un décalage constant par rapport à l’axe représentant l’amplitude nulle. Visuellement, cela signifie que le signal oscille autour d’un axe horizontal décalé par rapport à l’axe 
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. Nous appellerons cette valeur le décalage DC – DC signifiant Direct Current, c’est-à-dire courant continu. Ce type de décalage est souvent dû à ‘‘des malentendus entre divers appareils d’enregistrement’’ – comme le précise l’extrait de la documentation de WaveLab( de Steinberg. L’application de certains traitements peut provoquer des résultats incorrects lorsque le DC devient trop important. De plus, nous verrons l’importance des ‘‘points d’amplitude zéro’’ – zero crossing – dans la mise en œuvre de certains algorithmes associés à des effets numériques. L’existence d’un DC peut fausser la position de ces points.

Créneau carrés

Poursuivons notre voyage au pays de FOURIER avec la fonction ‘‘créneaux’’ associée à une onde de forme carrée, c’est-à-dire la fonction impaire, 
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 est une constante strictement positive correspondant à l’amplitude de l’onde carrée.

La figure 1 donne une représentation dans le système {temps, amplitude} d’une telle onde.

De toute évidence, notre fonction n’est pas continue puisque :
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Figure 1
Quelques cycles d'une onde carrée

En revanche, 
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 est continue par morceaux et nous pouvons appliquer le théorème de FOURIER. Posons 
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Si 
[image: image319.wmf]n

 est pair, 
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Notez que la convergence de la régularisée de 
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 n’est pas uniforme puisque chacun des termes de la série ci-dessus est continu tandis que la fonction créneaux ne l’est pas.

A présent, simplifions cette formule en considérant que 
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 est une fonction 
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-périodique et d’amplitude égale à 
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N’est-ce pas merveilleux ? Pourquoi merveilleux me direz-vous ? Et bien, rappelez-vous, au chapitre 1 nous vous avons parlé du bruit de quantification pour les signaux audionumériques de faible amplitude, bruit composé d’ondes carrées et résultant de variations brusques du bit de poids le plus faible – LSB. 

Nous vous avons alors dit, sans plus d’explication – et pour cause, il aurait fallu développer un créneau carré en série de FOURIER – que ce bruit était riche en harmoniques impaires. La formule précédante fournit une preuve irréfutable d’une telle affirmation. Observez la figure 2. L’analyse harmonique – linéaire – de notre onde carrée (de fréquence égale à 440 Hz) fait apparaître à la fois les partiels dont les fréquences sont des multiples entiers et impairs de la fondamentale (fondamentale -> 440 Hz, 3 -> 1 320 Hz, 5 -> 2 200 Hz, etc.) ainsi que les amplitudes décroissantes associées.
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Figure 2
Analyse spectrale d'une onde carrée

Dent de scie descendante

Il s’agit d’une fonction impaire, 
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-périodique et définie comme suit :
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Figure 1
Onde en dent de scie descendante

La figure 3 donne une représentation d’un fragment de ce signal dans le système {temps, amplitude}. 
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 (qui n’est pas continue sur 
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) est dérivable par morceaux et le théorème de FOURIER s’applique.
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Intégrons par parties en posant 
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puisque la valeur de l’intégrale est nulle.

La régularisée de 
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 est donc donnée par l’expression suivante :
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Onde en triangles

Il s’agit d’une fonction paire, 
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-périodique et définie comme suit :
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Figure 2
Onde en triangles
La figure 4 donne une représentation d’un fragment de ce signal dans le système {temps, amplitude}. 
[image: image351.wmf]f

 est continue sur 
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 et dérivable par morceaux et nous pouvons donc appliquer le théorème de FOURIER. Puisque 
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 est paire, 
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Si 
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Par ailleurs, 
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Fonction exponentielle 
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Pour conclure cette brève étude de la transformation de FOURIER, étudions un exemple un peu plus complexe. Soit 
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Manifestement, 
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. En revanche, elle est dérivable par morceaux et le théorème de FOURIER s’applique. Cette fois, 
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 n’est ni paire, ni impaire et nous pouvons aisément calculer les valeurs prises par les coefficients de FOURIER grâce à la formule :
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 désigne le sinus hyperbolique de 
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La complexité évidente de cette fonction résulte bien sûr du fait que la fonction exponentielle n’a pas grand-chose à voir avec les fonctions circulaires !

Conclusion

Nous avons fait une présentation succincte de la théorie de FOURIER et de quelques outils mathématiques divers que nous allons pouvoir utiliser dans la suite de ce document. Vous pouvez poursuivre cette étude en vous amusant (!) à chercher les fonctions régularisées d’autres formes d’onde (comme par exemple la valeur absolue d’un sinus ou d’un cosinus de période quelconque ou la très intéressante fonction définie par 
[image: image383.wmf](
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Tout ceci nous a entraîné loin des plugins pour le VST( et vous êtes à présent en droit de vous poser la pertinente question suivante : comment vais-je pouvoir utiliser de tels outils – qui s’appliquent à des fonctions continues ou au moins dérivables par morceaux – à des suites discontinues de nombres entiers représentant les valeurs d’amplitudes d’ondes sonores, c’est-à-dire à nos fameux samples ? Bonne question !

Et c’est ici qu’intervient le chapitre 3. On y va ?
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